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Riassunto. In questa nota presentiamo alcune stime a-priori LP per operatori del 
secondo ordine in forma di non divergenza del tipo seguente 


q È, N 
Lu = > dij(1,t)Oz;z;0 + * bi;ri0z;u- u= f € IP(RN+), 


i,j=1 i,j=1 
(2,8) e RN, 1<q<N, bi; ER, i,j=1,...N 


dove la matrice (a;;(2))i,j=1,...,g é simmetrica e ”uniformemente” definita positiva in R'. 
Inoltre, i coefficienti a;; sono limitati e appartengono a uno spazio di funzioni a oscillazione 
media infinitesima modellato su una struttura di spazio omogeneo associato all’operatore 
L in modo naturale. 


Abstract. In this note we show some a-priori LP estimates for non divergence linear 
second order equations of the following type: 


< q N 
Lu= ) 7 Gij(2,1)0x;2;0+ YO bijridz;u- Qu=f € RFI, 


i,j=1 i,j=1 
(2,0) e RNII, 1<9<N, by ER ij=1. N 


where the matrix (a;;(2));,j=1,...,9 iS simmetrie and »uniformly” positive in R?. Moreover, 
the coefficients a;; are bounded and belong to a space of vanishing mean oscillation functions 
modelled on a structure of homogeneous space naturally associated to L. 

Section 6 contains a more detailed summary of this work. 
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81. Introduzione. 
Consideriamo l’operatore differenziale: 


q N 
(1.1) L=) dij(2)0;:; + >). bits; -&, 


t,j=1 i,.j=1 


dove 2 = (r,t) € RNH., 1< qs Nebi; € Rperognii,i = 1,...,N. Supponiamo dij 
misurabile e limitata per ogni î,j = 1,... ,9 e la matrice (a;;(z));.j=1,...,g simmetrica e 
definita positiva in R? per ogni € RN+!. 


Se Q é un aperto di RN+! e se p €]1, c0[, indichiamo con S?(L,Q), lo spazio 


5°(L,9) = {u € IMQ) / uz; uz;z;,, Yu E IP(O),i,j=1,...,9} 


» 


dove Yu = us bijt;0x; — 9) u. Definiamo 


q q 
IlullSr 9) S IlullZ:( * d; luz:{IZ: + > Iluziz; IL») na INullz»a): 
i=1 


i,j=1 


‘ Diremo che u € SP.(L, I) se du E SP(L,9) per ogni $ € CY(Q). 


loc 
In questo seminario forniremo stime a priori in Sf.(L, 2) delle soluzioni dell’equazione 
Lu = f qualora i coefficienti ij appartengano a uno spazio di funzioni VMO, (cioé a 
oscillazione media infinitesima) relativamente ad una struttura omogenea associata in modo 
naturale all'operatore L. 
Precisamente abbiamo provato il seguente risultato: 


Se ® E RNH e CCL allora esiste una costante c > 0 tale che 


ITullsecay < c(|lZullz»(a) + IlUllz»o (a) 


per ogni u € SP_(L,9). 


loc 


Il metodo utilizzato si rifà a quello introdotto da Chiarenza-Frasca-Longo [CFL] per gli 
operatori ellittici e in seguito esteso da Bramanti-Cerutti in [BC] agli operatori paraboloci. 
Tale procedimento consiste nel fornire dapprima una formula di rappresentazione per le 
derivate seconde di una soluzione, mediante operatori integrali singolari (e i loro commu- 
tatori) che hanno nuclei "dipendenti da un parametro”; successivamente sviluppare tali 
nuclei in armoniche sferiche e studiare la continuità LP — LP degli operatori che compaiono 
nello sviluppo in serie. 


Questo seminario é cosi organizzato: nella prima parte presenterò il metodo di Chiarenza, 
Frasca e Longo per un’equazione ellittica; nella seconda forniré gli ingredienti principali per 
dimostrare le stime a priori interne per le soluzioni di Lu = f dove L é l’operatore in (1.1) 


e f € LP(RN41), 
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I risultati qui presentati sono frutto di un lavoro in collaborazione con M. Bramanti e 
C. Cerutti. 


$2. Il caso ellittico. 
Sia Q un aperto di RN. Consideriamo l'equazione ellittica in forma di non divergenza: 


N 
(2.1) Lu(x) = > a;;(1)dz;z;u(x) = f(r) qo.in Q. 
i,j=1 
É noto che se i coefficienti a;; sono continui allora si hanno stime a priori in W?P(Q). 
Chiarenza, Frasca e Longo hanno invece provato stime a priori sotto l’ipotesi più debole: 
dij € VMO. 
Come già accennato la tecnica da loro utilizzata si fonda sui seguenti punti: 
- fornire una formula di rappresentazione per le derivate seconde di una soluzione di (2.1) 
attraverso integrali singolari e i loro commutatori; 
- stimare la norma LP degli operatori integrali mediante lo sviluppo in armoniche sferiche 
dei loro nuclei. 
Supponiamo che in (2.1): 
i) ag = ag E LN VMO(R") per î,j=1,...,N. 


ii) Esiste p > 0 tale che 
N 


le < ;» aij(e)t;t; < lei? 


i,j=1 
per ogni x, é € RN. (Qui e nel seguito |- | indica la norma euclidea in Re 
Ricordo che u EBMO (RN) se u € L} (RN) e 


(2) ul}. = sup f lodge ta 
B 


doveup= fgu(z)dz = a] Jp u(2)dz, e il sup é fatto su tutte le palle euclidee di RN. 
Se inoltre 


lim n(r) = lim sup / |u(2) — up,|dz = 0, 
r_-+0 r_+0 p<r JB, 


allora diremo che u EVMO(RN). 
Fissato ro € RN indichiamo con Ly, l'operatore congelato in ro 


N 
Lx = rd dij(£0)dz;,2;- 
1,j=1 
Allora la soluzione fondamentale di L,, con polo in zero é la seguente 


2-N 
2 


0 1 cd 4A l 
(2.3) ly) = N- 2)uw (det A(x0))!?? 3, Ai; (To)Vivi 


i,J3=1 
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dove A(z0) = (a;;(r0)) e A-1(z0) = (A; (20). 


In seguito denoteremo con T(x;-) la soluzione fondamentale, con polo in zero, dell’op- 
eratore congelato in r. 


Osservazione 2.1. T° € C°°(RN\{0}), é omogenea di grado 2— N e verifica la seguente 
proprietà: per ogni m € NU {0} e per ogni x € AN si ha 


8 
(2.4) sup (3) Li;(c;4)| < M(m). 
lyl=1,16=2m | \dy 
Qui 8 = (#1,... N) indica un multi-indice intero non negativo di altezza |8|= 01+...+ 
BN+41: 
Infine vale la cosidetta proprietà di media nulla: 
(2.5) J Lij(x;y)doy=0 Vere RN, i,j=1,...,N. 
lyl=1 


Teorema 2.2 (Formula di rappresentazione). 
Sia u € C6°(RN). Allora se x € supp. u e Uziz; = 0x;2; si ha 


Urizj (cr) = 
I 
(2.6) lim us Li;(c;0 — y) [10 + Dona) — ank(Y))vzn 2. (Y)| dy 


+ Lu(2) f Li(c;y)vj(y) doy, i,j=1,...,N. 
lyl=1 


Cenno della dimostrazione. Fissato ro € RN , indichiamo con Lo l’operatore congelato in 
to e con I° la corrispondente soluzione fondamentale. Allora si ha 


ua)= | °E-v)Lou(y)dy 2 € supp. u 
RN 
e si prova che 
uz;() =J Ti(r-y)Lou(y)dy peri=1,...,N. 
RN 


Successivamente si dimostra la seguente uguaglianza: 


Uz;2;(c) = lim ri; (e — Y)Lou(y)dy + Low(2) f INLCNZIO doy. 
ye lyl=1 


e20 


per ogni fissato ro e x. Infine scrivendo 


N 


Lou(y) =(Lo — L)u(y) + Lu(y)= YO (ank(20) — ank(y))uz, 2, (Y) + Lu(y) 
hk=1 
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segue la (2.6). 


Osservazione 2.3. Nella formula di rappresentazione compaiono integrali singolari del 
tipo: 


V.P. $ Lij(c; 7 — y)g(y)dy 


cioé operatori di tipo convoluzione con nuclei che dipendono da un parametro. Osserviamo 
che per ogni r € RN il nucleo k(-) = Tij(2;-) é di tipo Calderén-Zygmund. (Infatti 
k € C®(RN \ {0}), £ é omogeneo di grado —N e verifica la proprietà di media nulla). 
Allora È definisce un operatore integrale L? — LP continuo ([CZ]). Precisamente, posto 


Keg(x) = J k(c — y)g(y)dy 
la-y]>e 


allora K. converge in LP per e + 0, a un operatore K che é LP? — LP continuo. 
Infine un analogo risultato sussiste per il commutatore, cioé se definiamo 


Cela, g](2) = a(x)K.9(2) — Ke(ag)(x), a € LR"), 
allora esiste C[a, g] € LP(RN) tale che per ogni g € LP(RN) 


Cela, gl + Cla,g] in I? pere-0 e ||Cela,g]ilz» < c(P)Ilall+ Ilgllz». 


Le armoniche sferiche 

Per ogni fissato x € RN sviluppiamo il nucleo F';;(; +) in armoniche sferiche. Ricordiamo 
che le armoniche sferiche di grado m in RN sono i polinomi armonici omogenei di grado m 
ristretti alla sfera unitaria Zy; esse formano uno spazio di dimensione finita gm. 

È possibile costruire un sistema di armoniche sferiche ortonormale e completo in L°(2y) 
che in seguito indicheremo con 


{Vim} m=0,1,2,... k=1,...;Im- 


Allora se f € C°(En) si può considerare il suo sviluppo in serie di Fourier rispetto a 
{Yim}: 


co Im 


f(x) > DD bemFYkm(2) 


m=0 k=1 
dove dim = Sax f(x)Ykm(r)doz e verifica la seguente disuguaglianza 


(4) n] 


bam] < Am" sup 
|cj=1,18|=2r 
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per ogni r naturale, ove A, é una costante positiva indipendente da % e da m e 8 un 


multiindice intero. Inoltre vale la seguente stima: 


< emi +1, 
L®° (Ln) 


Consideriamo allora l'operatore 


Teg(c) = / ai Lij(c;7 — y)g(y)dy, 


che compare nella formula di rappresentazione. L’idea é quella di sviluppare il nucleo 
T;;(x;-) in armoniche sferiche e scrivere T: come somma di una serie di operatori di tipo 


Calderòn-Zygmund. 


Precisamente i 
y 
Lij(c;y) = aaFi(o;y), y'=A= e Ln, 
donl= prata). = 
allora 
00 Im 
ii yYkm(yY' 
Pi) = VO Yin). 
m=0 k=1 y 
dove 


fe) i. Li;(2:4) Yam (Y)doy. 


Osserviamo infine che la proprietà di media nulla (2.5) assicura che bi, =0sem=0. 


Allora 
0 Im i 
ij Th L_- 
Tae) = f___ DI bin re TW 
le-y]2e m=1 k=1 ey 
dove 
Yim(y') 
ly|N 


é di tipo Calderén-Zygmund. 


Si dimostra che la serie converge totalmente in L?(RN) e uniformemente rispetto ad e. 


Per la prova sono risultate cruciali le stime (2.4) di T';;. 


Sussistono i seguenti teoremi: 


Teorema 2.4. Per ogni g € LP(RN) esiste Tg € LP(RN) tale che 


Teg > Tg inLPpere-0 e ||Tgllz: <cllgliz» Ve>0. 
I I 


Per i commutatori vale l’analogo teorema 
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Teorema 2.5. Se a € L®°(RN), posto 
C.ta,g](e)= f —_ Tuiteie— 0) (0(2) — alu))0) 
lz-y|>e 


allora per ogni g € LP(RN) esiste C[a,g] € LP(RN) tale che 
C.la,g] + Cla,g] in I? pere-+0 e ||Cla,g]ilz» < ellall- Ilgllz». 


Dalla formula di rappresentazione e dai Teoremi 2.4, 2.5 segue 


Teorema 2.6 (Stime a priori). ([CFL]) Se Q' CC QQ allora esiste una costante positiva 
c= c(N,p, p, M, dist(0',09)) tale che 


Ilullwzsay < c(IlZullz»a) + Ilullzoo)); Vu E WiP(O). 


83. Equazioni di tipo Kolmogorov: preliminari. 
In RN+! consideriamo l’operatore differenziale: 


q 
(3.1) L= YO Gij(2)0x;,2;+ (e, BD) - di, D=(02,...10zx); 
i,j=1 
dove 2 = (2,1) e RN+1,1<g<N e (,) indica il prodotto interno in e. 
Sui coefficienti di L faremo le seguenti ipotesi: 


Hi) a;j = Gji E L©°(RN+1) per i,j=1,... ,gedesiste 1 > 0 tale che 


I 


q q 
x Ù < Si aij(2)tié; £ uYo 6 
i=l 


i=1 i,j=1 


per ogni 2 € RN+! e (£1,... €) ERI. 
H.) Bé una matrice costante N x N e ha la forma seguente: 


0 Bi 0 ... 0 
0 0 Bi. ... 0 
B=liiG. ip 
o 0 0 B, 
0 0 0 0 
dove per ogni i = 1,... ,r, B; é una matrice pi-1 X pi con rango pi, d = Po 2 P1 2 


...> pre po+pi+---+pr=N. 
Ad esempio se in R?"+! consideriamo 
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allora n 
L= Sa + Sale = di, 
î=1 i=l1 
é un prototipo dell’operatore di Kolmogorov, verifica Hi e Hz con q = Po = pi =ned 
r= 1 


Fissato zo € RN+!, indichiamo con L=, l'operatore congelato in zo 


I 
Lx = DO Gij(20)0x;,2; + (1, BD) - &. 


i,j=1 


Osservazione 3.1. (Invarianza di L., per traslazioni). 
Se si pone 


(2,t)o0(y,T)=(y+ E(7)x,t+7) perogni (2,4), (y,r) e RN+! 
dove 
E(r) = exp(-rB?), 


allora (RN+1,0) é un gruppo (non commmutativo) il cui elemento neutro é (0,0); l’inverso 
di un elemento (x,t) € RN+1 é (2,t)-1 = (-E(-t)x, 1). É facile riconoscere che per ogni 
zo € RN+! l'operatore L., é invariante per traslazioni a sinistra del gruppo (RN+!, 0). 


Osservazione 3.2. (Invarianza di L., per dilatazioni). 
Esiste un gruppo di dilatazioni su RN+!, che indicheremo con (D(A))x>0 rispetto al quale 
L., é omogeneo di grado 2, nel senso seguente: 


Lx 0 D(A)= X?D(A)o La: 
La dilatazione D(A) é del tipo seguente 
D(A) : RNH1 — RNHI, DIAx,6) = (A°tr1,... AN en, N44) 


dove a, = --- = Gp, = 1, Gp941 == @po+pi = 3; ---) Apo+--+p._1+1 == @N =2r+1 
e aN+1 = 2, (Cfr. [LP]). Possiamo quindi scrivere 


D(A) = diag(AIpoA°Ip3A°Ipa,... ,A?7t1I,,A) 
dove I é la matrice identità k x k. Indichiamo con Q+2 la dimensione omogenea di RN+! 
rispetto a (D(A))x>0 
Q+2= po +3p1 +5p2 + --:(2r + 1)p_ +2. 


Osserviamo che Q+2 é definito implicitamente anche dall’identità det D(A) = A+? Nel se- 
guito chiameremo Q la dimensione omogenea spaziale e denoteremo con Do(A) la restrizione 


di D(A) ad RN. 


Introduciamo ora una ”norma” in RN+! omogenea di grado 1 rispetto al gruppo di 
dilatazioni (D(A))x>0 (Cfr. [FR]). 
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Definizione 3.3. Se 2 € RN+! \ {0} poniamo ||z|| = p se p é l’unica soluzione positiva 
dell’equazione 
dA piplzi 
per pia? pan pi ai 
Allora 


Proposizione 3.4. L’applicazione 2 + ||z|| ha le seguenti proprietà 

N.) ||D(A)z]| = Allz]| per ogni 2 € RN41 e per ogni A > 0. 

N.) L’insieme {z/||z|| = 1} é la sfera euclidea Ln+1 = {(x,t)/|x|} +12 =1}. 
N3) Esiste una costante c > 1 tale che per ogni 2,6 € RN! si ha 


z:+ cit < e(ilzl + 1ICID e Hz SIT <c(IlzI{ + IIS 


1 pel < |< dll 
N.) Esiste 8 = B(r) €]0, 1] tale che per ogni compatto K di RN+! esiste c > 0 tale che 
le clSelltozll?, 2,66, 
dove | | indica la norma euclidea in RN+!. 


Introduciamo ora una ”distanza” in RN+! modellata sulla norma || ||: 


Definizione 3.5. Per ogni 2,( € RN+! poniamo 
d(2,6) = ||67* 0 2] + Il: o Gil 
Da N3 si evince che d é una quasidistanza nel senso che 
d(2,6)=0, d(2,0)=0 seesolosez= Gi 


ed esiste c > 0 tale che 
d(2,6) < e(d(z,2') + d(2',0) 


per ogni 2,2',C € Fia 


Denoteremo con B(z,r) oppure con B;(z) l'insieme 


(3.2) B(z,r) = {Ce RN4/d(2,0)<r}. 


Osservazione 3.6. La misura di Lebesgue é invariante per le traslazioni del gruppo 
(RN+!,0). Infatti se F é un sottoinsieme di RN+! per ogni ( = (é&, 7) € RN+! si ha 


|F|= f, de = (posto # =002)= dz' 
F GoF 
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in quanto dz = dz' essendo 2' = (r + E(t)E,t+7"). 
Analogamente 
|F|= f de = (posto =200) = dz' 
F Fog 


in quanto dz = d2' essendo 2' = (£ + E(r)c,t+7')e |detE(r)|=1. Quest'ultima identità 
si ottiene dalla seguente: 


E(X2t) = Do(A)E(t)Ds(3) per ogni A > 0 


(cfr. [LP]). Da questa infatti si trova det(E(A?r))= detE(r) per ogni A> 0. Per A+ 0 si 
ha 1 = [detE(0)| = |detE(7)| per ogni 7 € R. 


Osservazione 3.7. |B(z,r)| = |B(0,r)| = |B(0,1)|r®+2, per ogni 2 € RN#! e per ogni 


r > 0. Questo segue dalla invarianza per traslazioni della misura di Lebesgue, dalla D(A)- 
omogeneità di grado 1 di ||- || e dalla definizione di dimensione omogenea di RN+! rispetto 


a (D(A))a>o: 


180,5) = f &= f d 
IISH+]|6=*{|<r ID(+)c]H+]|D(®)c-1]|<1 


Poiché ||1D(1)c-1]|= |I(D(t)6)-1|| e d(D(1)0) = r-®-2d si ha 


|B(0,)| = 79? J di =r942|B(0,1)]. 
ISH+1[S=*||<1 


In particolare, (RN+!, dz, d) é uno spazio di natura omogenea nel senso di Coifman e Weiss 


([CW]) in quanto 


|B(2,2r)| = 2°+?|B(z,n)| v:ze RN, yr>0. 


$4. Operatore a coefficienti congelati e formula di rappresentazione per le 
derivate seconde. 
Fissiamo zo € RN+! e indichiamo con L:, l'operatore congelato in 20 


Ci 
L= ) 0ij(20)0x;,2; + (e, BD) - a. 


1,j=1 
Le condizioni Hi e Hy assicurano che l’algebra di Lie generata da d,,,... 30xyY ha 
rango N + 1 in ogni punto di RN+! e che, per ogni fissato zo € RN+!, l'operatore Lx € 
ipoellittico, (cfr. [LP]). 
La soluzione fondamentale di L., con polo in zero é la seguente 


0 _ l Lc zo)c, € 
vat) = (47)N/2(detC(t,20))!/? esp ( ri la ) 
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set > 0, 1°(7,t)=0set<0. 
La soluzione fondamentale con polo in (y,r) é la traslata di T° rispetto al gruppo 
(R44 0E 


D°(2,t;y,7) =F"(y,7)! 0 (2,4); (0,0) =F°((y 7)! 0 (2,4). 
C(t,z0) é la matrice i 
C(2)= / E(s)A(z0)ET (s)ds 


essendo A(z0) matrice costante N x N 


420) = ra 3) 


e Ao(z0) la matrice q x q simmetrica e definita positiva in RI: Ao(z0) = (a;;(20)); "TE 
Utilizzando le dilatazioni D(A), la soluzione fondamentale I°, per t > 0, si può scrivere 
nel seguente modo: 


Punk; 


0 Lin 1 1 
(41) T(7,)= ENT (dCA, a) EP (-ite (20) Da(H)e,Do(T)e)) 


(Cfr. [LP]). 
In seguito denoteremo con I(z;-) la soluzione fondamentale, con polo in zero, dell’op- 

eratore congelato in z. 

Proposizione 4.1 (Proprietà di F°). Sia zr € RVY! e D°(.) = I(20; +). Allora 

Gi) 1° e C9(RNY \ {0}). 

G) 1° é D(A)-omogenea di grado —Q. Inoltre lÎ = d; ;T° e 19; = ds;;1° sono i 
omogenee di grado rispettivamente — -—Q-a;e-Q-a;-a; per sé i,j = la giN+1 
In particolare Ti, é omogenea di grado —-Q — 2 per i,j = 1,. 

G3) Posto c = max fui. IPA). supp, Pi(A)}: ij = 1. fe sta 


c 
Ia < Tie e |Mg(A £ Terra: Vz e RN! \ {0}. 


G4) Per ogni m € NU {0} e per ogni z € RR si ha 


(A) Dij(256) 


Qui 8 = (B1,... ,Pn,Pn+1) indica un multi-indice intero non negativo di altezza 
|B|=01+...+ Bn +PN+1:- 


< c(r,m). 


sup 
I6{]=1,[#[=2m 


Teorema 4.2 (Proprietà di media nulla di 1$;). 
Per ogni a,b con0<a<bsiha 


(4.2) SL FMOd=0 vii=1,...,4 
a<||z}]|<b 


ri, é quindi un nucleo che definisce una distribuzione di tipo zero secondo Rothschild e 


Stein, [RS]. 


Teorema 4.3 (Formula di rappresentazione per le derivate seconde). 
Sia u € C$°(RN+). Allora se 2 € supp. u e Uziz; = Ox;z; si ha 


Uz;z;(2) = 


q 
(4.3) i lim rsa Ti;(z; 1 (o) z) [uu + 2 (cala) = ank(C))Uzzzx (6) 
— Lu(z) Di(2;0)v;(6) doc, i,j=1,... NCR 

Ilci=1 


85. Stime interne a priori. 
Consideriamo l’operatore 


Lg) = f L'is(a (1 0 2)go(0)dL, 
|16-10z[|>vE 


che compare nella formula di rappresentazione (4.3). 
Vale il seguente teorema: 


Teorema 5.1. Per ogni g € LP(RN+) esiste Tg € LP(RN+1) tale che 
Teg +Tg inI?pere-0 e |lTgllr < c|lgliz» Vg € IP. 


Come nel caso ellittico si può sviluppare il nucleo l';;(2; +) in armoniche sferiche, e scrivere 
Ti come somma di una serie di operatori di tipo ”convoluzione con nuclei costanti”. 
Precisamente, per l'omogeneità si ha 


1 7 
Lij(2;6) = TaperaTu(86 ) 


dove (' = D( mem) € Zv+1. Allora se bi a) = Jena Dij(250)I(60) Yam(C)doc si ha 


F;;(;0) = x Vi, ATEO Vz,( € RNH. 


m=1k=1 


Perciò possiamo scrivere 


- YÉEm oz) 
Tg) = / DL in 04, 


IC t0z||>VE m=1%= 1 
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Uno dei punti cruciali nella prova del Teorema 5.1 é la dimostrazione della continuità 


LP — IP dell’operatore integrale singolare con nucleo 


Vim(6') 
IICI{®+?" 


Osserviamo che him é omogeneo di grado —Q — 2 e verifica la proprietà di media nulla. 


hkm(6) = 


Si può inoltre dimostrare che him soddisfa la seguenta condizione di Hòrmander puntuale: 
esistono 8 €]0,1] e c > 0 tali che 


lem(N7! 06) — ham(N71 0 2)1 + Ihem(6 0m)— Rem(27! 0 m)l 


<a lltoziltileo cIA|lzz! o nl? 
E |: 0 njj9+? 


se ||:7® o n|| > M |IC7} 0 2||, M sufficientemente grande e c = c(N, rimN+D/2, 
Si dimostra il seguente teorema: 


Teorema 5.2. Per ognim = 1,2,...,.k=1,... ;9m € per ogni p €]l, co[ l’operatore 


Hin9(2) = i him(€71 0 2)9(0)dC, 
|17toz||> ve 


é continuo in LP; lime--0 Hf = Hkm € Hum : LP — LP é lineare e continuo. Infine per 
ogni e > 0 

NH Emgllzoan+:) £ cam [|fI|L(RN+1) 
e ckm = c(N,r,p)mN+D!?, 


Per provare la continuità L? — L? dell’operatore Hf,, abbiamo utilizzato un teorema di 
Cotlar per operatori su uno spazio di Hilbert ([C]); per la continuità LP — LP con 1<p<2 
abbiamo applicato i teoremi di Coifman-Weiss per spazi di natura omogenea ([(CW]); per 
p > 2 abbiamo proceduto per dualità. 


Infine per quanto riguarda lo studio del commutatore 


> C°[ark, Uzyze}(2) = 
h,E=1 
(5.1) 


q 
J Tis(&; 671 0 2) (ama (8) — ani(6))en a (0). 

h,k=1 |[6=toz]|>ve 
la tecnica da noi seguita consiste ancora nello sviluppare in armoniche sferiche e scrivere 
il commutatore come somma di una serie di commutatori con nuclei ” costanti” che sono 
LP — LP continui con norme che dipendono dai coefficienti an. Per questo dobbiamo 
introdurre una ulteriore ipotesi sui coefficienti di L. 

Indicheremo con BMOL e con VMO7 rispettivamente gli spazi di funzioni ad oscillazione 
media limitata e ad oscillazione media infinitesima, relativamente alla struttura omogenea 


associata all'operatore L e introdotta nel paragrafo 3. 
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Definizione 5.3. Diremo che u €BMOL rispetto alla metrica d se u € Lioc(RN+1) e 
[lu]lx= sup } lu(z) — ugldz < +00 
B B 


dove ug = fyu(2)dz = na] Sa u(2)dz, e il sup é fatto su tutti gli insiemi B definiti in 
(3.2). 


Se inoltre 
lim n(r) = lim sup I) |u(2) — uB,|dz = 0, 
r-+0 T_+0 p<r By 
allora diremo che u EVMOr,. 
Per i commutatori in (5.1) si ha un risultato analogo al Teorema 5.1. 
Teorema 5.4. Se a € L°(RN+1) e 
Cla, = f (a; 671 0 2) (a(2) — a(6))g(6) di 
Ils toz||>ve 


allora esiste C[a,g] € IP(RN+1) tale che per ogni g € LP(RN+1) 
Cela,g]l + Cla,g] inI? pere-0 e |Cla,g]ilz < cIlalls Ilgllz», 


ove c é una costante indipendente da g. 


Ora, se i coefficienti aj dell'operatore L verificano la seguente ulteriore l’ipotesi 
Hz) a;; € VMOL per ogni %,gi=1jc;::9, 


dalla formula di rappresentazione (4.3) e dai Teoremi 5.1 e 5.4 si ottiene in modo standard 
la dimostrazione delle seguenti stime a priori interne in LP delle soluzioni dell’equazione 


Lu = f. 


Teorema 5.5 (Stime a priori in S? (L,9)). Esistono c > 0 e ro > 0 tali che se 


loc 
B., CCA allora 


Ilu]|s»(8,,2) £ c(IlZu]lz»(8,) + Ilullz?2(8,)), 
per ogni r £ ro e per ogni u € SP_(L,Q). 


loc 


La prova di questo teorema si basa, oltre che sui risultati precedenti, sui seguenti lemmi: 


Lemma 5.6. Se a € VMO, NL°(RN+1) allora per ogni e > 0 esistonoc> 0 ero > 0 tali 
che B., CCLe 
[C{a, filza, £ cellfIlz»(8,), 


per ogni r £ ro e per ogni f € LP(B,). 
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Lemma 5.7. Esistono c > 0 e ro > 0 tali che se B., CCA si ha 


q 
YO Iuz;z; Ila) + ul], £ c||Lu]|zr(8,): 


i,j=1 
per ogni r < ro e per ogni u € Sf,:(L,9) 
Concludiamo l'esposizione mostrando soltanto la breve 


Dimostrazione del Lemma 5.7. Sia ro come nel Lemma 5.6. Dalla formula di rappresen- 
tazione (4.3) e dai Teoremi 5.1, 5.4 e dall’ipotesi H3 segue la disuguaglianza 


|uz;z; lL®(8,) £ © ( sup ||uz,z:|lL(8,) + Vzulzxe») i 


per e sufficiente piccolo e con una costante c indipendente da u e da e. Allora scegliendo 
e > 0 tale che ce < 1/2, dalla precedente stima si ricava 


uz;z;lL(8,) £ e ILu]|Lo(8»)- 
Infine, poiché Yu = Lu— Vi;=1 dij Uziz;» 


Wullze a, < cILullz?(8,) 


$6. Summary. 
We consider in RN+! the following class of operators: 


q 
L= YO 4;(2)0x;2;+ (©, BD)-d, D= (0: PAIONO 90, 
i,j=1 

where 2 = (2,1) € RVt!,1<g < N, Bisa constant N x N matrix and (, ) denotes the 
inner product in RE, 

We suppose that: 
Hi) a; = a;; € L°(RN#) for ij = 1,...,9 and A(z) = (aji(2))i;j=1,..,dg 589% 

matrix such that for every 2 € RN+! 


LI, < AG) S Ho, 


(4 > 0 and Iy denotes the q x q identity matrix). 
H.) Bis a constant matrix of the type: 


0 Bi 0 ... 0 

0 0 Bi. ... 0 
B=|i ii. il 

0 0 0 ... B. 

o 0 0 0 
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where for every i = 1,... »T, Bi is a pi-1 X pi matrix with maximum rank p; and 
d=P Stat 
As remarked in 3.1 and 3.2 we can define a group (RN+1, 0) anda family of dilatations 
(D(A))x>0 on RN+! such that for every zo € RN+! the freezed operator 


q 
Lx si x; aij(20)0z;,2; + (r,BD) G d, 


i,j=1 


is invariant respect to the left translations relative to o. On the other hand, L., commutes 
with the dilatations (D(A)) in the following sense L., 0 D(A)= A?D(A) 0 L.. 

Moreover, we can introduce a homogeneous space (in the sense of Coifman and Weiss) 
(RN+1, d, dx), where d is a D(A)- homogeneous distance and dx is a Lebesgue measure, 
and we can construct the relative spaces of bounded mean oscillation and vanishing mean 
oscillation functions, BMOr and VMO L respectively, (see Definizione 5.3). 

We'll suppose that 


Hz) a;; E VMOz(RN+!) for î,j = 1,...,4 


For every open Q C RN+! and p €]l, co[, we denotes by SP(L,9), the space 


SED) > {ae 2(0) / vgiziza,s Yue [(0),i,j=1...,@ 


, 


where Y = (x, BD) — è, and 


q q 
Ilu]lS»(z,9) = IlullZ: Da ;» Iluz:]lE + > Iluziz; IL) * INullZ»co): 
i=1 i,j=1 


We prove a-priori estimates in Sfoe(L, 9) for solutions of Lu = f, f € LP(RN+!). More 
precisely: 
If Q' CC Q then there exists a positive constant c such that 


Ius S c(IlZullz a) + [lullz®) 


for every u € SP_(L,Q). 


loc 
(see Teorema 5.5). 


For this goal, the first step is to derive explicit representation formula for the derivates 
of a solution of Lu = f, (see Teorema 4.3). The second step is to prove LP estimates for 
the singular integrals operators (of ”convolution” type, respect to the o translations, and 
with variable kernels), involved in the representation formula, via exspansion in spherical 
harmonics, (see section 5). 

This technique is due to Calderén-Zygmund and it is developped by Chiarenza-Frasca- 
Longo [CFL] in elliptic case (see also section 2). 


[BO] 
[B] 
[OZ] 
[CFL] 
[CW] 
[0] 
[FR] 
[LP] 


[RS] 
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